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RESUMEN 
En esta primera parte del trabajo se plantean los problemas de contacto unilateral en elasticidad 
sin rozamiento objeto de estudio, incluyéndose una exl?osición general sobre el estado actual del 
tema. El contacto con sólido rígido (Problema de Signorini) y el contacto con sólido elástico se redu- 
cen a una misma formulación matemática utilizando los principios variacionales y la teoría de opera- 
dores monótonos. 
SUMMARY 
Part 1 of this work is devoted to present the contact problems without friction in elasticicy to 
solve. After a general overview, the contact problems with a rigid and elastic frictionless foundation 
are put into a same mathematical formiilation by using the variational principles and monotone 
operators theory. 
INTRODUCCION 
El presente estudio está dedicado al análisis numérico de problemas de contacto 
unilateral sin rozamiento que  tienen lugar en elasticidad. Se utiliza una aproximación 
con elementos finitos para analizar el comportamiento de cuerpos elásticos que tienen 
una parte de su frontera susceptible de entrar en contacto (después de la deformación) 
con otro cuerpo, ya sea de naturaleza rígida (problema de Signorini) o también elástica 
(material de Winkler-Westergaard). 
Estos problemas son de naturaleza no lineal inherente, dado que a priori no  se cono- 
ce qué parte de la frontera del cuerpo está en contacto con el otro cuerpo elástico 
o rígido. En consecuencia deben imponerse condiciones de  contacto unilateral que  
hacen intervenir tensiones y desplazamientos desconocidos en la superficie susceptible 
de contacto. Este tipo de problemas se discuten con mucho detalle en Duvaut-Lions20, 
Kikuchi-Oden2' y O d e n - P i r e ~ ~ ~ .  La existencia, unicidad y regularidaid de soluciones 
basándose en la formulación variacional, originalmente investigada por D u v a u t - L i ~ n s ~ ~  
puede encontrarse también en los trabajos de G l o v ~ i n s k i ~ ~  y BrezislO. 
La discretización de una versión simplificada del problema de Signorini utilizando 
elementos finitos polinomiales, incluyendo estimaciones del error, se estudia sistemá- 
ticamente en G l ~ w i n s k i ~ ~ ,  y Brezzi-Hager-Raviart15. El problema discreto equivale 
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que tangencialmente los movimientos no están sometidos a restricción alguna. La 
traducción de este hecho es: 
Resumiendo la condición de contacto unilateral sin rozamiento en rc con base 
rígida se expresa 
u, < S, un (u) < o 
u, (u)(u, -S) = O en rc 
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La segunda condición significa que un(@ sólo puede ser no nula si el contacto 
se produce. 
Contacto con otro sólido de respuesta elástica 
Supongamos ahora que el cuerpo S está compuesto por un material de tipo Winkler- 
Westergaard de modo que su resistencia a la penetración se produce en la dirección 
de la normal y es proporcional a dicha penetración. Tal tipo de material suele modeli- 
zarse por medio de una densidad de muelles de rigidez k normales a la frontera del 
sólido S?,. Las deformaciones son independientes unas de otras: si se apoya sobre 
un punto, s6lo este punto sufrirá un desplazamiento. Este modelo, aún siendo una 
representacibn grosera de la realidad, ha sido utilizado con éxito en numerosas circuns- 
tancias del cálculo de puentes, por ejemplo. 
Dado que S puede ser penetrado puede ocurrir, a diferencia del caso anterior, que 
u, > s. El razonamiento precedente debe cambiarse entonces únicamente si esto sucede. 
En ese caso ocurrirá que 
u, (u) = -k(u, -S), (k > O), uti = O 1 < i < N. (10) 
l siendo k una constante de rigidez propia del material S. En ingeniería esta constante 
se conoce con el nombre de módulo de balasto. 
Por tanto, la condición de contacto con sólido elástico se resume en: 
Finalizamos esta sección recapitulando los dos problemas. de contorno cuya resolu- 
ción numérica abordaremos posteriormente. 
Encontrar un campo de desplazamientos u = (ui) en S2  verificando 
PROBLEMAS ]DE CONTACTO 1JNILATERAL 83 
y las condiciones de contacto unilateral, 
ó bien 
u, > S => u,(u) ==-k(u,-S), (Ik> O), en rc (14) 
uti =O, 
En esta sección hemos seguido, esencialmente las exposiciones de Duvaut-Lions2' 
y O d e n - P i r e ~ ~ ~ .  Señalemos que actualmente se investiga activamente el problema 
análogo con rozamiento (la condición oti = O  debe ser reemplazada). La clásica ley 
de fricción de Coulomb y nuevas leyes no locales se analizan en recientes trabajos 
entre los que citamos Oden -P i r e~~~ ,  Campos-Oden-Kikuchi16 , Martins-Oden30 y 
COCU'~.  
FORMULACION VARIACIONAL 
En esta sección veremos que los problemas (1 2)-(13) y (1 2)-(14) pueden ser escritos 
en forma variacional lo que permitirá posteriorn~ente hacer uso de los resultados de 
la teoría de optimización. Nos contentaremos aquí con la exposición de las ideas gene-, 
rales recomendando Duvaut-LionsZ0 para más detalle y a Adamsl en lo referente 
a los espacios de Sobolev utilizados. Comenzaremos introduciendo el espacio de 
Hilbert . 
donde H1 ( a )  es el espacio de Sobolev usual de funciones de L2 (a) con derivadas 
en el sentido de las distribuciones en L2 (a). 13e supone que la medida de I', es 
m(r, ) > 0. 
Se supondrá, en lo que sigue, que las fuerzas externas son tales que 
y los coeficientes de elasticidad del material S2 verifican las siguientes condiciones: 
aijkleLm(S2), max 1 hijkl 1 l,,n '4 M 
1 < i j , k , l < N  
2 
aUkitkihj 2 a hj , para todo = ( t ü )  = ((iji) e RN , c.p.d. en S2 (a > O). 
Se define sobre V la forma bilineal 
y la forma lineal 
r 
Bajo las hipótesis (1 6) y (1 7) se prueba (ver Duvaut-Lions20) que a(. , .) es una forma 
bilineal Velíptica y contínua, esto es: 
a(v,v) á m l l  v 1121,a VveV, m > 0,  
donde 1 1  1 1  ,a es la norma usual en [H1 (S2)IN . Asimismo la forma bilineal L es cont ínua 
(es decir, LeV: V' dual de V). La norma e n  L2 (a) se denotará 11 I l o , s 2  . 
Supondremos finalmente que la función de distancia al obstáculo verifica 
Formulación variacional del problema de Signorini 
Las restricciones (1 3) imponen el siguiente conjunto de desplazamientos admisibles 
K es un conjunto convexo, cerrado y no vacío de V. En Duvaut-LioniLO, mediante 
una adecuada aplicación de la fórmula de Green, se prueba la equivalencia formal 
de (1 2)-(13) con la siguiente inecuación variacional de primera especie: 
uev  
a(u,v-u) 2 L(v-u), VveK. 
En ~ lowinsk i~ '  por ejemplo, se prueba que en las hipótesis (20) y (21) el problema 
(22) admite una y una sóla solución que (por ser a(.,.) simétrica) coincide con el 
problema de minimización con restricciones siguiente: 
J(u) = min J(v) 
veK 




Sea IK: V -+ [-=,+=l la función indicatriz del convexo K: 
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Entonces (22) se escribe como la inecuación va.riaciona1 de segunda especie 
que equivale al problema de minimización 
donde 
1 $(v) =2a(v,v)-L(v) + IK (v). 
Esta última forma de escribir el problema (1'7) se utilizará posteriormente. Ciertos 
aspectos relativos a la regularidad de la so1ució:n de (1 8) probablemente no han sido 
abordados en su generalidad. En relación con el tema, por ejemplo, en ~rezis"  se estu- 
dia el problema de Signorini simplificado: 
Se prueba que para g = O  y 52 uri dominio con frontera regular (o bien S2 poligonal 
convexo) si feL2 (52) se tiene U ~ H ' ( , ~ Z ) ~ W ~ > + ~  ( S I ) .  
Formulación variacional del problema de contact'o con sólido elástico 
Por razones de homogeneidad en la notación posterior pondremos X = 1 /k, siendo k 
la constante de rigidez que aparece en (1 4). Sea PX : IR + R la aplicaciión 
Dada una función cualquiera 4: rc + IR sea GX($): Fc + R la función 
Es evidente, entonces, que la condición (14) puede escribirse en la forma: 
Se deduce, entonces, de la manera habitual (f6rmula de Creen) que el problema de 
contacto con sólido elástico (1 2)-(14) es equivalente al siguiente problema variacional 
elíptico no lineal: 
ueV 
(33) 
a(u,v> + (GA(u,>,v,) = L(v), V V ~ V  
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donde (.,.) indica el punto escalar en L2 ( r C  ): 
En lo sucesivo notaremos por Gh : L2 ( r c  ) + L2 ( r C  ) la restricción de la aplicación 
Gh a L2 ( r C ) .  Se observará que se tiene explícitamente: 
1 
Gh(9) ' ~ ( q - s l ,  %EL' ( r c  1, 
donde 
p+ = max 10 ,p 1 , peL2 ( r c  ). (36) 
Sea B*: V + L2 ( r C  ) el operador lineal contínuo definido por: 
B*v =v, - -vi ni , VveV 
1 rc 1 rc 
ysea B : L2 ( r C )  + V' el operador lineal dual de B*, i.e.: 
donde <.,.> denota la dualidad V'V. 
Sea : V .+ V' la aplicación no lineal : 
Con estas notaciones el problema (33) adquiere la forma: 
Problemas generales del tipo (40) se estudian en Lions2', GlowinskiZ2 y Brezis- 
Crandall-Pazy13. Para el caso particular (40) damos a continuación una sencilla demos- 
tración de existencia y unicidad de solución. Para elio, sea U el siguiente conjunto 
convexo, cerrado y no vacío de L2 ( r C  ): 
~ = ) q r ~ ' ( r ~ ) :  q á s  c.p.d. e n r c  I . (41) 
Notamos por PU : L2 ( r C )  + U el operador de proyección ortogonal sobre el convexo 
'U. Se verifica entonces inmediatamente que: 
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donde 1 es el operador identidad en 12 (Fc ). Sea (IU )A : LZ (rc ) + IR la aplicación 
1 
(Iu )h(q) =- 11 q-puq 11 2h 0,rc. (43 
La aplicación (IU )A es diferenciable y además: 
Una justificación de esta forma de proceder se encontrará posteriormente . Sea enton 
ces J :  V += IR el funcional de energía 
De (44) se sigue que el problema (40) es la ecuación de Euler del siguiente problema 
de minimización : 
ueV , J(u) = min J(v) (46 
ve V' 
De la V-elipticidad de a y de la convexidad de ].a función (IU )A se deduce fácilmente 
que 
J es estrictamente convexa (47 
lim J (v) =: +m 
Il v 11 +t.- 
En estas condiciones se deduce que (46) -y por tanto (33)- tiene una única solu- 
ción (véase Ekeland-Teman2' ). Resultados de regularidad de la solución para problemas 
del tipo (40) pueden encontrarse en Brezis-Crandall-Pazy13 . Conviene recordar que 
toda solución del problema variacional de segunda clase: 
es solución de (46) (véase G l ~ w i n s k i ~ ~ ) .  Por tanto (49) tiene una única solución que 
coincide con la del problema (33). Esta es otra forma equivalente de escribir el proble- 
ma de contacto con sólido elástico. 
Observación 1)..- Es evidente que la función indicatriz del convexo K definido en 
(21) se factoriza en la forma 1, = 1, oB* de motlo que el problema de Signorini (26) 
equivale a :  
Se observa entonces que ambos problemas se reducen a formulaciones análogas 
que además están íntimamente relacionadas por cuanto (Iu)h es la función A-regula- 
rizada de IU (véase la sección siguiente). Esta analogía permitirá un mismo tratamiento 
' en  la resolución de los problemas discretos que, como es lógico, estarán relacionados 
de la misma forma. No debe olvidarse, sin embargo, que la gran diferencia entre (49) 
y (50) estriba en que (IU)h es diferenciable mientras que IU no lo es. 
Un tratamiento numérico completo de las inecuaciones variacionales de segunda 
especie del tipo (49)-(50) se hace, por ejemplo, en Glowinski-Lions-'Tremolie-res 24 
y G l ~ w i n s k i ~ ~  utilizando aproximaciones con elementos finitos y diferencias finitas 
y diversos algoritmos para la resolución de los problemas discretos no lineales corres- 
pondientes. Aplicaciones concretas al problema de Signorini (50) pueden verse en 
Oden-Kim33, O d e n - K i k ~ c h i ~ ~ .  En este trabajo se intenta un tratamiento diferente 
en la línea de Bermúdez-Moreno5 y B e r m ú d e ~ ~ 9 ~ .  Utilizando las aproximaciones con 
elementos finitos clásicas de los autores anteriores, se proponen nuevos algoritmos 
de resolución de los problemas discretos. Para ello son necesarios algunos resultados 
de la teoría de operadores monótonos que resumimos en la sección siguiente. 
NOCIONES DE OPERADORES MAXIMALES MONOTONOS 
Y SU APLICACION 
En esta sección se recuerdan algunos resultados relativos a operadores maximales 
monótonos y cálculo subdiferencial. Para una información detallada en este tema 
pueden consultarse las referencias Brezisll y  paz^^^. Estas nociones serán la clave 
para una visión distinta de la sección precedente así como para la descripción del 
algoritmo iterativo de resolución del problema discreto. 
Sea W un espacio de Hilbert con producto escalar (.,.) y norma inducida l. 1. Sea 
A: W += p (W) un operador maximal monótono. Se designa por A", UER, el operador 
perturbado A-01, con 1 operador identidad de W. Si 0 0  y Aw< 1 el operador 
está bien de:finido y se llama la resolvente de Aw. La aproximación Yosida de A" 
con parámetro A es el operador 
En particular para w = O  escribiremos simplemente Jh y Ah. Se prueba, entonces, 
que AA es también un operador (unívoco) maximal monótono y además: 
Propiedades análogas se tienen también para w # O pero no serán utilizadas expl-í- 
citamente en este trabajo, 
AA y AY están relacionados por la igualdad: 
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Adernas en Bermudez-Moreno 6 se demuestra que:





Un caso particularmente interesante de operador maximal monOtono es la subdife-
rencial. En efecto, sea ii': W -+ (-00, +00 ] un funcional convexo, semicontinuo inferior-
mente y propio. Se llama subdiferencial de ,li a] operador rnultivoco W p (W)
caracterizado por:
( 1 ) 81,1) (x) =	 si	 (x) = +00	 (57)
(2) a 11) (x) = yeW: (z—x,y) + (x) 	 (z),	 si ti(x) <+00.	 (58)
Se verifica entonces que alp es un operador maximal monOtono en W. Ademds,
si IP es diferenciable en xeW entonces, 30(x) = Por otra parte es sencillo
deducir de (58) la equivalencia de los dos problemas siguientes:
t/./(x) = min 4/(z) 	 (59)
zeV
oea 0(x).	 (60)
En cuanto a la aproximaciOn Yosida (30)x del operador 34/ ,se tiene la siguiente
igualdad no trivial:
(a1P)x(x) = Vik(x)	 (61)
donde tPx (llamada X-regularizada de tP) es la funci6n convexa y diferenciable




Para las aplicaciones en este trabajo resulta fundamental el caso concreto en que
es la funciOn Iu , indicatriz de un convexo, cerrado, no vacio de W. Se prueba sin
demasiada dificultad que
(aiu )x = x (I—Pu	 (63)
siendo Pu : W —> U el operador de proyecciOn ortogonal sobre U. Se tiene entonces
para este caso:
	
1	 1(Iu)x(x) = min [— I x—y 12 ] = — I x—Pu x 12.
	
yeU 2	 2X
de suerte que (61) se verifica. Esto justifica la notaciOn introducida en (43).
(64)
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Un resultado importante en el cálculo subdiferencial del que haremos uso es el 
siguiente, conocido como "regla de la cadena": 
Sea E otro espacio de Hilbert y B: W + E' una aplicación lineal contínua con dual 
B* : E + W'. Se verifica: 
donde Aw : W += W' es el isomorfismo canónico. La inclusión recíproca no es cierta 
en general. Condiciones suficientes para ello son, por ejemplo las siguientes (véanse 
!Ekeland-TemamZ1 y Bermudez3, respectivamente): 
. .. 
Int(dom $) # 4, dom $ = { xeW : $ (x) < +m( (66) 
La condición (67) es la conocida "condición inf sup" de Brezzi14. Por otra parte 
(67) es equivalente a:  
(véase Yosida40, p. 208). 
-Ejemplo.-- Consideremos el caso particular W = L 2 ( r c )  =W1, E =V,  con B y B* 
definidos en (37) y (38) y $ = IU .  Se tendrá entonces 
Para la inclusión recíproca sería suficiente verificar una de las condiciones (66), 
(67), (68). Ahora bien, puesto que Int(U) = 4 se deduce que (66) no es cierta. Por otra 
parte, (67) y (68) equivalen, en este caso, a la sobreyectividad de la aplicación: 
B*: veV-+B*(v) =v.n ~ p , e L ~ ( r ~ )  (70) 
Esto es evidentemente falso (tómese rc con n constante en rc y téngase en cuenta 
que la aplicación traza yo : veH1 (52) -+y o (v) = v lreL2 ( r )  no es sobreyectiva). 
Observación 2).- Si 52 es de frontera suficientemente regular se puede verificar 
la sobreyectividad de B* en H1I2 (FC), a1 menos para V = [H1 (S2)lN. En efecto, dado 
q e ~ 1 / 2  ( r C  ), sea qeH1/2 ( r )  una extensión de q. Sea @eH1 ( a )  la única solución del 
problema: 
Entonces 4eH2(52) -véase Lions-MagenesZ1 - de modo que v =  v&V. Se tiene, 
a+ - entonces, B*v = - 
- q. 
an Irc 
Por tanto, (68) se verifica con E = V, W = H-'I2(rc), W'  = H~~~ ( r c  ). Para una 
demostración directa véase O d e n - K i k ~ c h i ~ ~ .  
Como aplicación directa de los resultados de esta sección (concretamente de (59)? 
(60) y (69)) se deduce que el problema de Signorini (50) equivale a: 
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donde A: V -' V' es la aplicación lineal contínua definida por 
En relación con (72), consideramos el problema siguiente: 
Dada la inclusión (69) se deduce que si (74) tiene solución, entonces, ésta es única 
y coincide con la del problema (72). Puesto que el contenido recíproco de (69) no ha 
sido verificado no podemos afirmar la equivalencia de (72) y (74). Suponiendo, enton- 
ces, que (74) tiene solución, este problema es equivalente al problema de Signorini 
(50). Como veremos esta equivalencia se verifica en los problemas discretos correspon- 
dientes, de modo que será suficiente disponer de algoritmos para problemas de la 
forma (74), en dimensión finita. 
Observación 3).- Utilizando los resultados de la observación 2), en Oden-Kikuchi3' 
se demuestra la equivalencia de los problemas anteriores utilizarido la dualidad 
H1I2 (FC ), H-lI2(FC ) en lugar de (.,.) en LZ (Fc ). 
En lo que se refiere al problema de contacto con sólido elástico (49):, dada la diferen- 
ciabilidad de (1, )A y la igualdad (44) se deduce la equivalencia de (49) con: 
Observamos entonces que el problema de Signoyini (al menos en su versión discreta) 
y el problema de contacto con sólido elástico pertenecen ambos a la clase de problemas 
del tipo: 
donde G es un operador maximal monótono en un espacio de Hilbert E (en nuestro 
caso L2 (FC)). La diferencia esencia:[ entre ambos es que G es multivoco en (74) y 
unívoco en (75). 
Utilizando la teoría de operadores monótonos, en Bermúdez-MorenoS y, más 
generalmente, en Bermúdez2 se proponen algoritinos para la resolución de problemas 
de la forma (76). En el caso que nos ocupa el algoritmo de5 se aplicará a las versiones 
discretas de (74) y (75), después de la aproximación con elementos finitos que se 
abordará en la Parte 11 de este artículo. 
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